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Abstract 
In partitioned simulations of fluid‐structure interaction, the flow and the displacement of the structure 
are calculated separately and coupling iterations between the flow solver and the structural solver are 
required  to  calculate  the  solution of  the  coupled problem  if  the  interaction  is  strong.  This work  is  a 
comparison of three coupling algorithms which use the flow solver and structural solver as a “black box”. 
Consequently,  these  algorithms  are  suitable  for  implementation  in  future  versions  of  MpCCI.  It  is 
demonstrated  that  the algorithm of  the  interface quasi‐Newton  technique with an approximation  for 
the inverse of the Jacobian from a least‐squares model is straightforward and that this technique needs 
a relatively  low number of coupling  iterations  in the simulation of an oscillating flexible beam and the 
propagation of a pressure wave in a flexible tube. 
Introduction 
Recent  research  on  fluid‐structure  interaction  (FSI)  has  yielded  both more  complex  applications  and 
algorithmic improvements. Interesting applications can be found in aeronautics [1] and turbomachinery 
[2], where FSI is used to prevent flutter. Another challenging problem is dynamic analysis of parachutes 
[3] due to the thin, highly flexible structure. Also of great interest are biomedical applications like blood 
flow in arteries [4] and in artificial heart valves [5]. 
In partitioned simulations of fluid‐structure interaction, the flow and the displacement of the structure 
are calculated separately. An existing flow solver is coupled with an existing structural solver and hence 
software modularity  is preserved. Conversely,  the monolithic approach  requires a code developed  for 
this  particular  combination  of  physical  problems.  Moreover,  in  the  partitioned  approach,  the  flow 
equations and the structural equations can be solved with different, possibly more efficient techniques 
which have been developed specifically for either flow equations or structural equations. On the other 
hand,  a  coupling  algorithm  is  indispensable  in  partitioned  simulations  to  take  into  account  the 
interaction between the fluid flow and the motion of the structure. 
If  the  interaction  between  the  flow  and  the  displacement  of  the  structure  is  relatively weak,  like  in 
aeroelastic simulations, no coupling  iterations are necessary and the flow and the displacement of the 
structure have to be calculated only once or twice within every time step to find the coupled solution 
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[1][6][7][8].  In cases with strong  interaction,  like  in simulations of arteries and other applications with 
incompressible  fluids,  several  coupling  iterations  have  to  be  performed within  a  time  step  and  the 
convergence of these coupling iterations requires an appropriate coupling algorithm. 
The  coupled  problem  can  be  solved  in  a  partitioned  way  with  fixed‐point  iterations  using  Aitken 
relaxation [9], with Newton iterations and with several other techniques. However, obtaining the exact 
Jacobian that is required for Newton iterations is difficult or even impossible if the solvers are “black box” 
commercial codes. Fortunately, several quasi‐Newton techniques exist to approximate the Jacobian, e.g. 
interface quasi‐Newton  iterations with an approximation  for the  inverse of the  Jacobian  from a  least‐
squares  model  (IQN‐ILS)  [10]  and  interface  block  quasi‐Newton  iterations  with  least‐squares 
approximations for the Jacobian of the flow solver and structural solver (IBQN‐LS) [11]. Black‐box solvers 
can  thus be  coupled  in  several ways which  is  advantageous  for both  the users  and  the providers of 
commercial codes. 
In  this  work,  the  implementation  and  the  performance  of  the  IQN‐ILS  and  IBQN‐LS  quasi‐Newton 
algorithms is compared to Aitken relaxation. Two cases are analyzed, that is the oscillation of a flexible 
beam attached  to a  rigid cylinder  in a  laminar  flow  [12] and  the propagation of a pressure wave  in a 
three‐dimensional tube which is a simplified model for an artery [13]. The results demonstrate that both 
the IQN‐ILS and IBQN‐LS technique are significantly faster than Aitken relaxation and the comparison of 
the algorithms shows that the IQN‐ILS algorithm can easily be implemented. All simulations have been 
performed with Fluent (Ansys, Inc.) and Abaqus (Simulia, Inc.) which have been coupled by means of a 
coupling code.    It would be a step forward for the fluid‐structure  interaction community  if  it would be 
possible to implement these algorithms in future versions of MpCCI. 
Definitions 
This section gives an abstract definition of the flow solver and structural solver to emphasize that the 
solvers are treated as black boxes. The function  
  ࢟ ൌ Fሺ࢞ሻ (1) 
is referred to as the flow solver and it concisely represents several operations. The discretized position 
࢞ א Թ௨ of  the  fluid‐structure  interface  is  given  to  the  flow  code,  and  the  grid  of  the  fluid  domain 
adjacent  to  the  interface  is adapted accordingly. Subsequently,  the  flow equations are  solved  for  the 
fluid state in the entire fluid domain, which also results in a stress distribution ࢟ א Թ௪ on the interface. 
The structural solver is represented by the function 
  ࢞ ൌ Sሺ࢟ሻ (2) 
This expression indicates that the fluid stress distribution on the interface is given to the structural code 
which then calculates the position of the entire structure and thus also  the new position of  the  fluid‐
structure interface. With these definitions, the FSI problem is given by 
  ࢞ ൌ S ל Fሺ࢞ሻ    or    Rሺ࢞ሻ ൌ S ל Fሺ࢞ሻ െ ࢞ ൌ 0  (3) 
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in fixed‐point or root‐finding formulation, respectively, with R being the residual operator. 
Generally,  the  position  of  the  fluid‐structure  interface  and  the  stress  on  the  interface  will  not  be 
discretized  in  the  same way by  the  flow  solver and by  the  structural  solver and hence a mapping or 
interpolation  has  to  be  performed when  data  is  exchanged  between  the  solvers. However,  coupling 
algorithms and data transfer algorithms are separate research topics and only coupling algorithms are 
considered  in  this work. Hence, matching meshes are used  for  the  fluid‐structure  interface. This does 
not  limit  the  applicability  of  the  coupling  algorithms  as  one  can  always  include  a  mapping  or 
interpolation inside the functions F and/or S.  
In  the  remainder  of  this  paper,  all  values  and  functions  are  at  the  new  time  level  (݊  ൅  1),  unless 
indicated otherwise with a  left superscript. A right superscript  indicates  the coupling  iteration while a 
subscript  denotes  the  element  in  a  vector.  Capital  letters  denote matrices;  bold  lower  case  letters 
indicate vectors and lower case  letters represent scalars. Approximations are  indicated with a hat. The 
output of the solvers F and S is  indicated with a tilde because this  is only an  intermediate value that  is 
not passed on to the next coupling iteration. This tilde is dropped once the final value that will be used 
in the next iteration has been calculated. All coupling algorithms begin a time step from an extrapolation 
of the interface’s position 
 
࢞଴ ൌ
5
2
ሺ௡࢞ሻ െ 2ሺ௡ିଵ࢞ሻ ൅
1
2
ሺ௡ିଶ࢞ሻ  (4) 
based on the previous time steps. Lower order extrapolations are used for the first two time steps. 
IQN­ILS 
The FSI problem in root‐finding formulation is a set of nonlinear equations in the interface’s position 
  Rሺ࢞ሻ ൌ 0  (5) 
which could be solved by means of Newton‐Raphson iterations  
 
solve    
݀R
݀࢞
ฬ
࢞ೖ
߂࢞ ൌ െ࢘௞  (6) 
  ࢞௞ାଵ ൌ ࢞௞ ൅ ߂࢞ (7) 
with the residual calculated as 
  ࢘௞ ൌ R൫࢞௞൯ ൌ S ל F൫࢞௞൯ െ ࢞௞ ൌ ࢞෥௞ାଵ െ ࢞௞.  (8) 
The  Newton‐Raphson  iterations  in  the  time  step  have  converged  when ฮ࢘௞ฮ
ଶ
 is  smaller  than  the 
convergence tolerance ߝ଴. However, the exact Jacobian of R is unknown as the Jacobians of F and S are 
unavailable because F and S represent (commercial) black box codes. 
If the Jacobian of R is approximated and quasi‐Newton  iterations are performed, black‐box solvers can 
be  used  but  this  approach  does  not  prevent  that  the  linear  system  (6)  has  to  be  solved.  It  is more 
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advantageous  to  approximate  the  inverse of  the  Jacobian  by  applying  the  least‐squares  technique 
introduced  by  Vierendeels  et  al.  [11]  on  a  particular  set  of  vectors  as will  be  explained  below.  The 
interface quasi‐Newton  iterations with the approximation for the  inverse of the Jacobian from a  least‐
squares model (IQN‐ILS) [10] can then be written as 
 
࢞௞ାଵ ൌ ࢞௞ ൅ ൬
݀R
݀࢞
ฬ
࢞ೖ
൰
ିଵ෣
ሺെ࢘௞ሻ  (9) 
It can be seen from equation (9) that the approximation for the inverse of the Jacobian does not have to 
be  created explicitly;  a procedure  to  calculate  the product of  this matrix with  the  vector ߂࢘ ൌ– ࢘௞  is 
sufficient. 
Equation  (8)  shows  that  the  flow  equations  and  structural  equations  are  solved  in  quasi‐Newton 
iteration ݇, resulting in ࢞෥௞ାଵ and the corresponding residual ࢘௞. The difference (Δ) between the vectors 
࢞෥௜ାଵ and ࢘௜ from  all  previous  iterations  and  the most  recent  vectors  in ࢞෥௞ାଵ and ࢘௞ is  calculated  for 
݅ ൌ 0,… , ݇ െ 1 and these vectors with differences are stored as the columns of the ݑ ൈ ݒ matrices 
  ܸ௞ ൌ ሾ߂࢘௞ିଵ ߂࢘௞ିଶ …߂࢘ଵ ߂࢘଴ሿ (10) 
and 
  ܹ௞ ൌ ሾ߂࢞෥௞ ߂࢞෥௞ିଵ …߂࢞෥ଶ ߂࢞෥ଵሿ. (11) 
The  vector ߂࢘ ൌ ૙ െ ࢘௞ is  approximated  as  a  linear  combination ߂࢘ ൎ ܸ௞ࢉ௞ of  the  known ߂࢘௜ with 
ࢉ௞ א Թ௩  the coefficients of the decomposition. As ݒ ൑ ݑ, the decomposition  is an overdetermined set 
of  equations  for  the  elements  of ࢉ௞  and  hence  the  least‐squares  solution  to  this  linear  system  is 
calculated. For that reason, ܸ௞  is decomposed as 
  ܸ௞ ൌ ܳ௞ܴ௞ (12) 
with the so‐called economy size QR‐decomposition [14]. The coefficient vector ࢉ௞  is then determined by 
solving the triangular system 
  ܴ௞ࢉ௞ ൌ ܳ௞
்
߂࢘. (13) 
The ߂࢞෥ that corresponds to ߂࢘ is subsequently calculated as a linear combination of the previous ߂࢞෥௜ାଵ, 
giving 
  ߂࢞෥ ൌ ܹ௞ࢉ௞. (14) 
From equation (8), it follows that ߂࢘ ൌ ߂࢞෥ െ ߂࢞ which is substituted in equation (14) such that 
  ߂࢞ ൌ ܹ௞ࢉ௞ െ ߂࢘. (15) 
Because the coefficients ࢉ௞  are a function of ߂࢘, equation (15) shows how ߂࢞ can be approximated for a 
given ߂࢘. Hence, equation  (15) can be seen as the sought‐after procedure to calculate the product of 
the approximation for the inverse of the Jacobian and a vector ߂࢘.  
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The complete IQN‐ILS technique is shown in Figure 1(a). For details like the start‐up of the algorithm and 
extensions like reuse of data from previous time steps, the reader is referred to [10]. 
 
 
IBQN­LS 
The  interface  block  quasi‐Newton  method  with  approximate  Jacobians  from  least‐squares  models 
(IBQN‐LS) [11] is depicted in Figure 1(b). This coupling technique solves the FSI problem written as 
  Fሺ࢞ሻ െ ࢟ ൌ ૙ (16) 
  Sሺ࢟ሻ െ ࢞ ൌ ૙ (17) 
with  block Newton‐Raphson  iterations  of  the Gauss‐Seidel  type  using  approximate  Jacobians  for  the 
flow solver and structural solver. The resulting linear system 
 
ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ݀F
݀࢞
෢
െܫ
െܫ
݀S
݀࢟
෢
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
൤
߂࢞
߂࢟൨ ൌ െ ൤
Fሺ࢞ሻ െ ࢟
Sሺ࢟ሻ െ ࢞
൨ 
 
(18) 
is  thus  first  solved  for ߂࢞,  followed  by  an  update  of ࢞ and  the  right‐hand  side.  Subsequently,  the 
modified system is solved for ߂࢟ and ࢟ is updated. As a consequence, the IBQN‐LS method modifies the 
(a)  (b)  (c) 
Figure 1: Simplified scheme of (a) the IQN‐ILS technique, (b) the IBQN‐LS technique and (c) (Aitken) relaxation 
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stress distribution that is calculated by the flow solver before transferring it to the structural solver, as 
opposed to the two other techniques described in this paper. 
The  linear systems  in the block Newton‐Raphson  iterations are solved with an  iterative solver, e.g. the 
generalized  conjugate  residual  method  or  the  generalized  minimal  residual  method.  Hence,  only 
procedures  to  calculate  the product of  the  approximate  Jacobians   
ௗF
ௗ࢞
෡
 and 
ௗS
ௗ࢟
෡
 with  an  arbitrary  vector 
have to be known. For 
ௗF
ௗ࢞
෡
, this procedure is constructed from the inputs ࢞௜ and outputs ࢟෥௜ାଵ (݅ ൌ 0,… , ݇) 
of the flow solver during the coupling iterations in the same way as explained for the IQN‐ILS technique. 
The procedure to calculate the product of 
ௗS
ௗ࢟
෡
 with a vector is generated analogously from the inputs and 
outputs of the structural solver. 
Aitken relaxation 
Aitken relaxation [24], shown in Figure 1(c), determines a dynamically varying scalar relaxation factor ߱௞  
for the fixed‐point iterations within a time step. 
  ࢞௞ାଵ ൌ ࢞௞ ൅ ߱௞࢘௞ (19) 
The value of the relaxation factor ߱௞ is obtained as 
 
߱௞ ൌ െ߱௞ିଵ
൫࢘௞ିଵ൯
்
ሺ࢘௞ െ ࢘௞ିଵሻ
ሺ࢘௞ െ ࢘௞ିଵሻ்ሺ࢘௞ െ ࢘௞ିଵሻ
.  (20) 
Equation (19) demonstrates that Aitken relaxation can also be interpreted as an interface quasi‐Newton 
technique: if the inverse of the Jacobian in equation (9) is approximated by –߱௞ܫ, the Aitken relaxation 
method is retrieved. 
Results 
Oscillation of a beam 
The first example is the unsteady FSI2 test from the benchmark which is described in detail in [12]. The 
geometry  consists  of  a  horizontal  channel  of  0.41m  high,  containing  a  rigid  cylinder  with  centre 
positioned 0.2m above the bottom of the channel. A  laminar, viscous flow with density 10ଷkg/mଷ and 
kinematic viscosity 10ିଷmଶ/s enters the channel from the left hand side with a parabolic velocity profile 
and a mean inlet velocity of 1.0m/s. A constant pressure is imposed at the outlet of the channel and a 
no‐slip boundary condition is applied on the walls of the channel. A linearly elastic beam is attached to 
the  right hand  side of  the  cylinder  and  this beam has  a density of 10ସkg/mଷ,  a Young’s modulus of 
1.40 · 10଺N/mଶand a Poisson’s ratio of 0.4. 
The  flow  problem  is  solved  by  the  finite  volume  flow  solver  Fluent  (Ansys,  Inc.) with  second  order 
discretization  for  the  pressure  and  second  order  upwind  for  the momentum.  The mesh  of  the  fluid 
domain is adapted to the position of the fluid‐structure interface with a spring analogy and remeshing is 
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performed if the skewness of the cells is too large. The finite element structural solver Abaqus (Simulia, 
Inc.) uses  implicit  time  integration of plain  strain elements with 8 nodes  and  takes  into  account  the 
geometric  nonlinearities  due  to  the  large  deformation  of  the  structure.  The  coupling  algorithm  is 
executed on one processor, the flow solver and structural solver each on two processors. 
The number of solver evaluations and the relative duration of the simulations are given in Table 1. The 
residual ฮ࢘௜ฮ
ଶ
 is reduced five orders of magnitude with respect to its initial value. The number between 
brackets behind the name of an algorithm  indicates from how many time steps  information  is reused. 
Reuse of  information from 3 time steps reduces the number of coupling  iterations with approximately 
30% for both IQN‐ILS and IBQN‐LS. For this unsteady simulation, the duration of the simulation is similar 
for IQN‐ILS(3) and IBQN‐LS(3), which are significantly faster than Aitken relaxation. Pressure contours in 
the vicinity of the structure are shown in Figure 2. 
Table 1: Number of solver evaluations and relative duration for the unsteady FSI2 test with the oscillating flexible beam. The 
number of solver evaluations per time step has been averaged over the last period of the oscillation. 
Algorithm  Evaluations Duration
IQN‐ILS  9.4  1.84 
IQN‐ILS(3)  6.1  1.07 
IBQN‐LS  7.2  1.54 
IBQN‐LS(3)  4.8  1.00 
Aitken relaxation 9.9  1.81 
 
 
Propagation of a pressure wave in a tube 
 
Propagation of a pressure wave in a tube 
The  second  test  case  is  a 3D  simulation of  a  straight  flexible  tube —  representing  an  artery — with 
radius  0.005m  and  length  0.05m,  as  described  by  Fernandez  et  al.  [13].  The  same  flow  solver  and 
structural solver as in the previous example have been used, but the structure has been modelled with 
(a)  (b) 
Figure 2: Pressure contours in the 2D unsteady FSI2 test with the oscillating flexible beam after (a) 12s and (b) 16s. 
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one layer of shell elements. The tube’s wall is a linear elastic material with density 1200kg/mଷ, Young’s 
modulus 3 · 10ହN/mଶ ,  Poisson’s  ratio  0.3  and  thickness 0.001m.  The  structure  is  clamped  in  all 
directions at  the  inlet and outlet. The  fluid  is  incompressible and has a density of 1000kg/mଷ and a 
viscosity of 0.003Pa · s. 
Both  the  fluid  and  the  structure  are  initially  at  rest.  During  the  first 3 · 10ିଷs,  an  overpressure  of 
1333.2N/mଶ is  applied  at  the  inlet.  The  pressure wave  propagates  through  the  tube  during 10ିଶs, 
simulated  with  time  steps  of 10ିସs.  The  fluid  model  contains  37128  degrees‐of‐freedom  and  the 
structure model 29760. Pressure  contours on  the  fluid‐structure  interface are  shown  in Figure 3 and 
they correspond well with the above mentioned reference. 
Table 2 gives the number of solver evaluations in a time step, averaged over the entire simulation, and 
the relative duration of the simulations. In every time step, ฮ࢘௜ฮ
ଶ
 is reduced three orders of magnitude 
with respect to  its  initial value  in that time step. For this case, the duration of the simulation  is again 
similar for IBQN‐LS(10) and IQN‐ILS(10), which are both faster than Aitken relaxation. 
Table 2: Number of solver evaluations per time step and relative duration for the simulation of the propagation of a pressure 
wave in a 3D flexible tube. The number of solver evaluations per time step has been averaged over the entire simulation. 
Algorithm  Evaluations Duration
IQN‐ILS(2) 8.4 1.30
IQN‐ILS(10)  6.6  1.03 
IBQN‐LS(2)  8.2  1.29 
IBQN‐LS(10)  6.3  1.00 
Aitken relaxation 26.7  4.69 
 
 
(a)  (b) 
(c)  (d) 
Figure 3: Pressure contours on  the  fluid‐structure  interface  in a simulation of the propagation of a pressure wave  in a 3D
flexible tube after (a) ૛. ૞ · ૚૙ି૜s, (b) ૞ · ૚૙ି૜s, (c) ૠ. ૞ · ૚૙ି૜s and (d) ૚૙ · ૚૙ି૜s. The deformations have been magnified 
by a factor 10. 
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Conclusion 
The  IQN‐ILS  technique,  the  IBQN‐LS  technique  and  fixed‐point  iterations with  Aitken  relaxation  are 
valuable coupling techniques for the simulation of fluid‐structure interaction with incompressible fluids. 
They use the flow solver and the structural solver as a black box and hence they can be implemented in 
future versions of MpCCI. The results have demonstrated that the performance of IQN‐ILS and IBQN‐LS 
is  similar  and  better  than  the  performance  of  Aitken  relaxation.  The  implementation  of  IQN‐ILS  is 
nevertheless only slightly more complex than the implementation of Aitken relaxation.  
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